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Regularni izrazi I 5 .
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje $ablona (pattern matching)

Uvod: mnostvo primena

@ Funkcija grep u komandnoj liniji (Unix-based sistemi);

@ Word-search u text editorima;

o Leksicka analiza u kompajleru i mnoge druge!
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Regularni izrazi I 5 .
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje $ablona (pattern matching)

Alfabeti

@ Alfabet je konacan skup %, ¢ije elemente zovemo simboli;
@ Svaki skup moze biti alfabet, dokle god je konacan;
@ Primeri:

o ¥ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
o Xy ={ab,c,...,z,y,2}

e slova azbuke
@ Ne-primer:

o N=1{0,1,2,3,...}
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Regularni izrazi I 5 .
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje $ablona (pattern matching)

Stringovi

@ String duzine n nad alfabetom X, je uredena n-torka
elemenata iz X, napisana bez znakova interpunkcije;

@ Primer: Neki stringovi nad ¥ = {a, b, ¢} su: a, ab, aac, bbac...
@ X* je skup svih stringova nad skupom 3;

@ ¢ je jedinstveni prazan string za svako X.
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Regularni izrazi I 5 .
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje $ablona (pattern matching)

Konkatenacija stringova

@ Konkatenacija (ili spajanje) dva stringa u,v € ¥* je string uv,
koji dobijamo kada spojimo kraj prvog sa pocetkom drugog
stringa;

@ Primer: u = ab, v = ra, w = cad, tada je vu = raab,
uu = abab i wv = cadra;

@ Ovo generalizujemo u spajanje dva ili vie stringova (npr.
wvwuv = abracadabra).
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Regularni izrazi [ - .
° Notacija i termino

Prepoznavanje 3ablona (pattern matching)

Regularni izrazi nad alfabetom X

@ svaki simbol a € X je regularni izraz;

@ ¢ je regularni izraz;

@ Jje regularni izraz;

@ ukoliko su r i s regularni izrazi, tada je i (r|s) regularni izraz;
@ ukoliko su 7 i s regularni izrazi, tada je i rs regularni izraz;

@ ukoliko je r regularni izrazi, tada je i (r)* regularni izraz;

Svaki regularni izraz gradi se induktivno, konacnom primenom ovih
pravila. (NB pretpostavljamo da e, &, (,), i* nisusimboli u X.)
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Regularni izrazi [ - 5 5
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje 3ablona (pattern matching)

Prednost operacija: dogovor

@ —* ima vedi prioritet od — —;

@ — — ima vedi prioritet od —|—;

@ Primer: r|st* znaci (r|s(t)*), a ne (r]s)(t)* ili ((r|st))*
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Regularni izrazi [ - .
° Notacija i termino

Prepoznavanje 3ablona (pattern matching)

Uparivanje stringova i regularnih izraza

@ uodgovaraa € ¥ <— u=aq;

@ uodgovarae < u =z¢;

@ ni jedan string ne odgovara &;

@ u odgovara r|s <= wu odgovara r ili u odgovara s;

@ u odgovarars <=> se moze izraziti kao konkatenacija dva
stringa u = vw, gde v odgovara r i w odgovara s;

@ u odgovara r* <= je u = ¢ ili se u moze izraziti kao
konkatenacija dva ili vise stringova, od kojih svaki odgovara r.
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Regularni izrazi [ - 5 5
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje 3ablona (pattern matching)

Primeri uparivanja, > = {0, 1}

@ 0|1 odgovaraju svi simboli u 3;

@ 1(0|1)* odgovaraju svi stringovi u ¥* koji po€inju sa 1’
@ ((0]1)(0]1))* odgovaraju svi stringovi parne duzine u ¥*;
@ (0/1)*(0]1)* odgovaraju svi stringovi u ¥*;

@ (£]0)(e|1)|11 odgovaraju samo stringovi £,0,1,01 i 11;

@ 1|0 odgovara samo 0.
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Regularni izrazi [ - 5 5
° Notacija i terminologija

Prepoznavanje 3ablona (pattern matching)

Jezici i regularni izrazi

@ (Formalni) jezik L nad alfabetom X je neki podskup skupa ¥*;

o Jezik koji odreduje regularni izraz r nad ¥ definise se kao:

L(r) < {u € ©* | u odgovara r}

@ Dva regularnaizraza r i s (nad istim alfabetom X) su
ekvivalentni akko su L(r) i L(s) jednaki skupovi (odnosno
imaju tac¢no sve iste elemente).
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Kona¢ni automati
Kona¢ni automati Determinizam, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Primer konacnog automata

Stanja: qo, q1, 42, 43;

Ulazni simboli: a, b;

Prelazi: pogledati strelice na slici;
Pocetno stanje: go;

Stanje prihvatanja: gs.
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Kona¢ni automati
Kona¢ni automati Determinizam, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Jezici i konacni automati

L(M), jezik koji prihvata kona¢ni automat M sastoji se od svih
stringova u nad njegovim alfabetom ulaznih simbola koji
zadovoljavaju gy — ¢, gde je gy pocetno stanje i ¢ neko stanje
prihvatanja. Ovde

Qo = q

znadi da za neko u = ajaz . .. a, postoje neka (ne obavezno
razli¢ita) stanja q1, g2, - . . , ¢n = q, izmedu kojih su prelazi oblika

al az as as
Q—q@ —q — ... — qp =4q.
NB

sluéajn =0: g =, ¢ akko ¢=¢
. . a / a7
slucajn=1: ¢ —.q¢ akko g—¢'.
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Kona¢ni automati
Kona¢ni automati Determinizam, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Primeri

b b b

° ¢ aaab, g3 = aaab e L(M)
° (qo abaa, q <= q¢=q2) = abaa ¢ L(M)
° (¢ M* q < q=q3) = nemamo zakljucak o L(M)

@ regularni izraz?
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Kona¢ni automati

Ne-Deterministicki kona¢ni automat

Nedeterministicki konacni automat (NFA), M, definisan je sa:

@ konaénim skupom stanja Stanjans;

@ konac¢nim skupom X, (alfabet ulaznih simbola)

@ za svako q € Stanjays i za svako a € Xy, podskupom
Ap(g,a) C Stanjaps (skup stanja do kojih se moze doci sa
jednim prelazom posavsi od q)

@ elementom sys € Stanjays (pocetno stanje)

@ podskupom Prihvatays C Stanjays (stanja prihvatanja)

Regularni izrazi i kona¢ni automati



Kona¢ni automati

Primer: NFA

Ulazni alfabet: {a, b}

d d

b

o

Jezik koji ovaj automat prihvata isti je kao i jezik automata iz
prethodnog primera, naime

{u € {a,b}" | usadrzi tri uzastopna a}
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Kona¢ni automati

Deterministicki konac¢ni automat

Deterministicki konac¢ni automat (DFA) definise se kao NFA M
sa svojstvom da za svako ¢ € Stanjays i a € X, konaéni skup
Apr(g, a) sarzi tacno jedan element, koji zovemo dxs(q, a).

Zato su prelazi u M u ovom sluc¢aju definisani funkcijom sledeceg
stanja, o)/, koja preslikava svaki (stanje, simbol)-par (¢, a) u
jedinstveno stanje d,/(q, a) do kojeg se od ¢ dolazi prelazom
obelezenim sa a:

q=>q akko ¢ =dum(q,a)
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Kona¢ni automati
Kona¢ni automati Determinizam, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Nedeterministicki kona¢ni automat sa e-prelazima

Nederministicki kona¢ni automat sa e-prelazima (NFA®)
definise se kao NFA M, sa dodatnom binarnom relacijom.

Ta relacija zove se e-prelaz, definisana je na skupu Stanjays i
piSemo
e 1
q—4q

da bismo naznacili da je par stanja (¢, ¢') u e-relaciji.

Regularni izrazi i kona¢ni automati



(]
Kona¢ni automati De am, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Primer: NFA®

Ulazni alfabet: {a, b}
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Kona¢ni automati

Jezik koji prihvata NFA®

L(M), jezik koji prihvata NFA® M sastoji se od svih stringova u
nad alfabetom X, ulaznih simbola koji zadovoljavaju gy = ¢ gde je
qo pocetno, a g neko stanje prihvtanja. Ovde definiSemo operaciju

- = - na slede¢i nacin:
e ¢ = ¢ akko g = ¢/, odnosno postoji sekvenca ¢ = ... ¢ od
jednog ili vise e-prelazau M od qdo q’

&

0 g2 ¢ @zaae Xy akkog =L S g

°ng,(zaa,bEEM)akkoq:%-i)-:i.i%:%q/
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Konac¢ni automati
Kona¢ni automati Determinizam, ne-determinizam i e-prelazi
Podskup konstrukcija

Bitna teorema

Teorema. Za svaku NFA® M postoji DFA PM sa istim
alfabetom, skupom ulaznih simbola i koja prihvata sve iste
stringove kao i M, odnosno vazi L(PM) = L(M).

Dakle, na osnovu ove teoreme PM je definisana sa:

Stanjapys def {S| S C Stanjay}

def
Ypu = XM

S % S"jeu PM akko S” = dpy(S, a), gde je
opn(S,a) = {¢'| (g € )(g % ¢ u M)}
def €
spv = {q|sm = q}
Prihvatay {S € Stanjapnr|(3q € S)(q € Prihvatanr)}
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Regularni jezici
utomati od regularnih i

Klejnieva teorema Regularni izrazi od kona¢nih automata

Klejnieva teorema

Definicija. Jezik je regularan akko ukoliko neki deterministicki
konacni automat prihvata sve njegove stringove.

Klejnieva teorema

(a) Za svaki regularni izraz v, L(r) je regularni jezik.
(b) Obrnuto, svaki regularni jezik je forme L(r), za neki
regularni izraz r.
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Klejnieva teorema

NFAovi atomskih izraza

prihvata samo jedno-simbolni string a

prihvata samo prazan string, €

—(®

ne prihvata ni jedan string
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automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od kona¢nih automata

Union (M, M)

Skup stanja prihvatanja je unija Prihvatay, i Prihvatapy,.
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automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od kona¢nih automata

Concat(M,, M)

Skup stanja prihvatanja je unija Prihvatayy, .
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automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od kona¢nih automata

Star(M)

Skup stanja prihvatanja je unija Prihvatayy, i Prihvatayy,.
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Regularni j
Konaéni automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema gul zrazi od kona¢nih automatz

Primer: (a|b)*a
korak: 1
pravimo NFA® za izraz: a

i kona¢ni automati




Regularni j
Konaéni automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema gul zrazi od kona¢nih automatz

Primer: (a|b)*a
korak: 2
pravimo NFA® za izraz: a i b (odvojeno)

O
O

O
O

i kona¢ni automati




Regularni j
automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema gul zrazi od kona¢nih automatz

Primer: (a|b)*a
korak: 3
pravimo NFA® za izraz: a|b

i kona¢ni automati




automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema E i od kona¢nih automata

Primer: (a|b)*a
korak: 4
pravimo NFA® za izraz: (a|b)*




automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema E i od kona¢nih automata

Primer: (a|b)*a
korak: 5
pravimo NFA® za izraz: (a|b)*a




ati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od konaénih automata

Bitna lema

Lema. Za datu NFA M, za svaki podskup @ C Stanjay i svaki
par stanja q,¢' € Stanjays, postoji regularni izraz r?q, koji
zadovoljava
L(r(?q,) ={uec (Zu)*| ¢ qd jeuM sasvim medu- )
stanjima sekvence prelaza u Q}

Stoga, L(M) = L(r), gdejer = ri|...|rg i

k = broj svih stanja prihvatanja,

r; = rgqi, gde je Q = Stanjayy,

s = pocetno stanje,

@; = ito stanje prihvatanja.

(U slu¢aju k = 0, uzimamo da je r regularni izraz &.)
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tomati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od konaénih automata

Primer

Direktnom analizom automata (M) dobijamo:

P o 1 2 ?lo 1 2
0 0| ax a*b
1|0 € a
2 |aa* a*b ¢ 2

(nepopunjena polja matrica nam nisu potrebna)
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Regu
Konacni ati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regular i od konacnih automata

Objasnjenje primera

Posto pocinjemo iz stanja 0, i ono je jedino stanje prihvatanja, jezik
svih stringova koje automat prihvata odreden je regularnim izrazom

ré%1’2} Ukoliko odlu¢imo da uklonimo stanje 1 iz skupa stanja,

imamo
Lergs ™) = L it 1) {5, @
Direktna analiza pokazuje da je L(réoo2}) = L(a*)i
(réOIQ}) L(a*b). Kako bismo izracunali L(riol’Q}) kao i L(ri002}),
biramo da uklonimo satnje 2 iz razmatranja:
L) = DO 13 (33 rd) ©)
L(r{§™) = Lr{Q Iriy (33 rid) @
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ati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od konaénih automata

Objasnjenje primera, cont’d

Poslednja dva regularna izraza (navedena na prethodnom slajdu)
mogu se odrediti sa slike. Stoga, L(r{o1 }) L(ela(e)*(a*b)), Sto je
isto $to i L(e|aa™d). Sli¢no, L(Ti002}) L(@la(e)*(aa*)), sto je
jednako sa L(aaa™). Zamenom ovih vrednosti u jednacinu (1)
dobijamo:

L(r§§"*) = L(a* | a*b (caa*b)* aaa®) (5)
Dakle, a*|a*b(e|aa*b)*aaa* je regularni izraz koji odgovara

automatu iz primera. (Jasno je da bi se ovaj regularni izraz mogao
dalje uprostiti, ali ne¢emo se sada time baviti.)
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mati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od konaénih automata

Dodatak: Not(M)

Za datu DFA M, Not(M) je DFA sa svojstvima:

o Stanjanoi(nr) def Stanjans

def
® Snor(m) = S

@ prelazi u Not(M) = prelazi u M
@ pocetno stanje od Not(M) = pocetno stanje od M
o Prihvataneny = {q € Stanjan | g ¢ Prihvatap }

Tada za svako u € L(Not(M)) vazi:

L(Not(M)) = {u € S* | u ¢ L(M)}.
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ati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularnl izrazi od konacnih automata

Dodatak: Ekvivalentni regularni izrazi

Definicija. Za dva regularna izraza r i s kazemo da su
ekvivalentni ako L(r) = L(s), ta¢nije, oni odreduju ta¢no iste
skupove stringova prepoznavanjem $ablona (matching-om).
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Kon automati od regularnih izraza
Klejnieva teorema Regularni izrazi od konaénih automata

Dodatak: Ekvivalentni regularni izrazi, cont’d

Primetimo da su slededi izrazi ekvivalentni:

L(r) € L(s) A L(s) € L(r) (6)
= (Z"\L(r)NL(s)=a=(Z"\L(s))NL(r) ()
= L((~1)&s) = @ = L((~ s)&r) )
e L(M) =2 = L(N) )

gde su M i N DFA koji prihvataju skupove stringova koji se uparuju
sa regularnim izrazima (~ r)&s i (~ s)&r, respektivno.

Dakle, odredivanje da li su dva regularna izraza ekvivalentna, svodi
se na proveru da li ovako definisanu automati M i N prihvataju
neki string. Ovu proveru ponovljamo konacan broj puta, jer
automati imaju kona¢no mnogo stanja, i jer mozemo ukloniti petlje
sa duzih puteva.
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