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Za pocetak... (N
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Furijeove transformacije
0e00000

Furijeov niz

Aproksimacija proizvoljne periodi¢ne f(x) : R —» R sa periodom 2m:

f(x) = %00 + Z a, cos(nx) + Z b, sin(nx)
n=1 n=1
gde se konstante a,, a; i b; (i € N) nalaze kao:

a, = % f_T,TT f(x)dx
i = =0 f(x)cos(ix)dx
b = T[T f(x)sin(ix)dx

Ukoliko je period funkcije T # 2m, koristimo zamenu x’ = ZTHX

Q
1

Kvantni algoritmi: Kraj kriptografije? Lazar Gali¢



Furijeove transformacije
[e]e] lelelele]

Prikaz Furijeovog niza

Yy
- A A
I I ! I ! I
| | i | ; ¢ [3]
—T/2 T/2 T 37‘1/2 2T 51?/2
I 4 I 1 I ! l_

P A
bod s Yod bd

Prikaz Furijeovog niza
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Furijeove transformacije
[e]e]e] lelele]

Kompleksan oblik Furijeovog niza

elfeie el®-e7iv

Poznato je da vazi cos(p) = i sin(p) =
Furijeov niz se moze predstaV|t| i pomocu kompleksnih funkcija:

a [ee]
f(x) =7° + Z (aj, cos kx + b, sin kx)
k=1
_ao . i q eikx . e—ikx b eikx _ e—ikx)
5 kR kR ; !
2 P 2 2i
(e} —1 (e i
_& 9 ’bh’ iRx ap 'bk -ikx
2" 2 ¢ " 2 ¢
k=1 k=1
(o)
- Z cke’k",
R=-c0
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Furijeove transformacije
0000e00

Furijeova transformacija

Furijeova transformacija je generalizacija Furijeovog nizaza T — oo.

Umesto diskretnog niza {c,} (k € C), dobijamo kontinualnu funkciju F(k):

fw= [ " F(k)em ™ dk
F) = [ fOoemax
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Furijeove transformacije
00000e0

Diskretna Furijeova transformacija

Vrednosti obe funkcije se mogu aproksimirati diskretnim vrednostima
na pravilnim intervalima, ¢ime one postaju periodi¢ne.

MoZe se predstaviti kao preslikavanje vektora (x,, x,, ..., x,,) u vektor
(V1) Ypr -y Y, gdeje g, = e N-ti netrivijalni koren od 1, tako da:

A hl_ | ‘ il

I NN AN

Wl W)
a b

)\ UV YU I
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Furijeove transformacije
000000e

Primene

Prepoznavanje periodi¢nih komponenti funkcija

Veliki broj primena:
Modulacija/demodulacija signala
Kompresija zvuka - MP3
Kompresija slika - JPEG
Obrada slika (ostrina slike, prepoznavanje ivica)
Kvantno racunarstvo
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Kvantno racunarstvo
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Kvantno racunarstvo
[e] Jelelelelele]e)

Kubiti

Osnovna stanja bita - |0) i |1).

Mogu se predstaviti kao vektori:
1 0 10)
|0) = 1) =
0 1
Kubit - superpozicija osnovnih stanja:
1)
lw)=al0)+B|1)
gde su koeficijenti a, B € C.
s ) ) @ |W>=|0>+|1>
la|“ i |B]|” - verovatnoce |0)i |1): 2
la? + |BI” = 1

Kvantni algoritmi: Kraj kriptografije? Lazar Gali¢



Kvantno racunarstvo
[e]e] lelelele]ele)

Kubiti

Sta je superpozicija?
Objekat se nalazi istovremeno u oba stanja.
Kada dode do merenja, univerzum ce prihvatiti jedno od stanja.
Superpozicija se urusava.

Blohova sfera - vizuelizacija kubita:
3= 0)
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Kvantno racunarstvo
[e]e]e] lelelelele)

Kubiti

Visestruki kubiti - vise osnovnih stanja grupe kubita:

|‘P) =0y |00)+a01 [01)
+0,,[10) +a,, [11)

Na pojedinacne i visestruke kubite se mogu primeniti kvantne logicke
kapije, koje predstavljaju linearne transformacije vektora:

1 1
H(q) L ( ) < Adamarova kapija
-1

il a0 0 |
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Kvantno racunarstvo
[e]e]e]e] Telelele)

Adamarova kapija H(q) H= %
2

0 1
Paulijeva X kapija X(q) X= ( )
10
0 -i
Paulijeva Y kapija Y(q) Y = ( )
I 0
1 0
Paulijeva Z kapija Z(q) Z= ( )
0 -1
. . 1 0
Kapija faznog pomeraja 8 R,(q) S= ( ie)
0 e
Merenje M(q) M
100
. »—— (0 1.0 O
Kontrolisano NE CNOT(q)
S N 00 0 1
0010
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Kvantno racunarstvo
[e]e]e]e]e] lelele)

Kvantna Furijeova transformacija

Kvantna Furijeova transformacija je preslikavanje kvantnog stanja
|X) = Z x lj) u kvantno stanje |Y) = Zk o Vi, |R) tako da:

= L < X. - & 'jk
Ye \/N % i “n
Ovo je ekvivalentno preslikavanju:
-jk

|j)—>—X &,

\/— J
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Kvantno racunarstvo
000000800

Kvantna Furijeova transformacija

Pogledajmo vrednost koja odgovara |j) posle transformacije:

21
iy —=> &%
k=0
1
D IPIE Zez’”’z““ [k - )
2 ky=0 ky=0
1 n 1 .
=5 ® 2 e k)
2M% 5 ko
1 - S
= oo ®(|0)+e mij |1))

l

n
-
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Kvantno racunarstvo
000000080

Kvantna Furijeova transformacija

Eksponent u ovom izrazu odgovara:
e2mij2™ _ p2miljajyed 127 - p2Milsigefidperdn] = @2M0q-dn]

Rezultat kvantne Furijeove transformacije je onda:

n

|j1j2 jn) - 2:/2 ® (lO) + ezﬂi[O.jl+1...jn] |1))
(=0
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Kvantno racunarstvo
0O0000000e

Kvantno kolo Furijeove transformacije

|!1 % (|0) + @2Mil0) 3., |1))
liz) H Roa ) % (10) + e2Mil02-in] | 1))
|j3) H R, % (|0) + @2mil0)3-4,] |1))

n) [} 10y il 1))
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Sorov algoritam
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Sorov algoritam
(o] lelelele]e]

Procena faze

Podsetnik: Sopstveni vektor |u) i sopstvena vrednost a € C za datu
linearnu matricu M predstavljaju resenje jednacine:

M|u)=au)
Za sopstveni vektor |u) proizvoljne transformacije (matrice, kapije kola)

U, mozemo izracunati fazu primenom KFT na |00...00):

(|0)+ 2mi2t |1)) (|0)+ eZmZ ) |1>) 2n/2 2% e2mikp k)

10) -

2n/2

Ukoliko primenimo inverznu kvantnu Furijeovu transformaciju,
dobijamo procenu za .
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Sorov algoritam
[e]e] lelelele}

Procena faze

10) ﬂ |0) + e2mi2e) 1)
10) ﬂ 0) + 20 1)
10) —{H} |0) + e2(2'¢) 1)
|0) —{H] |0) + e2(2°0) | 1)
|u) |u)

Kolo za generisanje Furijeove transformacije za operator U
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Sorov algoritam
[e]e]e] lelele}

Sorov algoritam

Red broja x po modulu n je najmaniji broj p tako da:
xP =1 (mod n)
Posmatrajmo operator (koji se moze napraviti kao logicko kolo):
Uly) = [xy (mod n))

Takode, smatramo dazay = nvazi U |y) = |y).
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Sorov algoritam
0000e00

Sorov algoritam

2mis
p

Za 0 < s < p, sopstveni vektori U sa sopstvenim vrednostimae » su:

1 2misk k

u)=— > e » |x*modn

|ug) A )
1 Z k-20is

U|US>=T e # |x-(x*modn)mod n)
P k=0
1 s R (nzms _anis
=—.e » e o |x* " modn)=e"r |u,)

2mis
p

Ako primenimo KFT na U, dobijamo fazu e » , odakle odredujemo p.
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Sorov algoritam
0000080

Sorov algoritam

Lema 1 - Kako pogoditi broj reda 2

Nekajen = p$1 e pg{" faktorizacija neparnog sloZzenog broja n, neka je
x uniformno nasumicno odabran broj za koji 2 < x < n i NZD(x, n) = 1, i
neka je p red broja x po modulu n. Tada vazi:

PQIr A xP12 £ ~1(mod n)) 2 1 - 2im

Lema 2 - Kako pogoditi delioc ako znamo broj reda 2

Za sloZen broj n (sa [ bitova), i reSenje x jednacine x? = 1 (mod n), za koje
vazi x #+1(mod n)i2 < x < n-1,barjedan od brojeva NZD(x - 1,n) i
NZD(x + 1, n) je netrivijalni faktor n koji mozemo ra¢unati u O((3).
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Sorov algoritam
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Sorov algoritam

Postupak Sorovog algoritma, koji vraca neki faktor datog broja n, je:

Ako je broj paran, vrati 2.

Odaberi nasumi¢an2 <a<n-1.
IzraCunaj k = NZD(a, n). Ako k # 1, vrati k.
Pomocu KFT izracunaj period p funkcije:

f(x)=a*modn

Ako je r neparno, vrati se na pocetak.

Ako je a?/? = -1 (mod n), vrati se na pocetak.

Inace, bar jedan od NZD(a”/? + 1,n) i NZD(a?/? - 1, n) je faktor n,
Sto se lako moZe proveriti. Vratiti onaj koji je delioc.
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Uticaj na kriptografiju
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Uticaj na kriptografiju
[e] Jele]

Kako radi enkripcija? (N

Enkripcija - Sifrovanje podataka pomocu klju¢eva koji su teski za
pogoditi u realnom vremenu, u svrhu bezbednog prenosa podataka.

2 glavna pristupa enkripciji:

Simetri¢na enkripcija - isti kljuc za Sifrovanje i deSifrovanje.

Asimetri¢na enkripcija - razlicit kljuc za Sifrovanje i deSifrovanje.
Kod simetri¢ne enkripcije, kljuc je poznat samo posiljaocu i primaocu.
Kod asimetri¢ne enkripcije, postoje 2 tipa kljuca:

Javni kljuc - kljuc koji je poznat svima.

Privatni kljuc - kljuc koji je poznat samo kreatoru para kljuceva.
TLS (i HTTPS) koristi asimetri¢nu enkripciju za deljenje simetri¢nog
kljuca, a zatim koristi simetricnu enkripciju za razmenu podataka.
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Uticaj na kriptografiju
[e]e] o]

RSA algoritam ﬂ

Rivest-Shamir-Adleman (RSA) - algoritam za asimetri¢nu enkripciju.
Zasniva se na ideji da, za tri veoma velika brojan, d i e, Cak iako su e, n i
m poznati, veoma je tesko pronaci d, ako Ym e N vazi:

(m®)? = m (mod n).

Pojednostavljeni algoritam:

Odaberi 2 nasumicna prosta broja p i g, i izracunaj n = pq.
Odredi A(n) = NZS(p - 1,q - 1) (A(n) je Karmajklova funkcija)
Odaberi nasumican 1 < e < A(n), tako da NZD(e, A(n)) = 1.
Pronadid = e (mod A(n)).

Posto d - e = 1 (mod A(n)), ovi brojevi odgovaraju zahtevima RSA, pa se
e koristi za pravljenje javnog kljuca, a d za pravljenje privatnog kljuca.
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Uticaj na kriptografiju
[efe]e] )

Post-kvantna kriptografija (N

Sorov algoritam omogucava znatno brzu faktorizacijun = p - g.

Ovo omogucava lako racunanje A(n), a zatim i d, Sto izlaze privatni kljuc.

Kvantni racunari su i dalje u ranom razvoju - najvedi faktorisan broj je:
1.099.551.473.989 = 1.048.589 x 1.048.601

Limitacije - stabilnost vise kubita, interferencije, spoljni Sum.

Zastita podataka se zasniva na teZini pogadanja resenja problema.
Vedina trenutno koris¢enih problema imaju efikasnija kvantna resenja.

Postoje problemi koji su i dalje teski - npr. problemi resetki.
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Pitanja?
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Hvala na paznji!
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