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Osnovni pojmovi

● Elementarni događaji – pojedinačni, međusobno isključivi ishodi 
eksperimenta

● Prostor događaja – skup svih elementarnih događaja (Ω)
o Prostor događaja je siguran događaj – uvek se realizuje

● Slučajni događaj – podskup prostora događaja
o Slučajni događaj S se realizuje samo ako se desi neki ishod iz skupa S

● Ako je A slučajni događaj, definišemo njegov komplementarni događaj Ā 
tako da je A∪Ā = Ω i A∩Ā = Ø.
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Primer 1: Bacanje novčića

● Bacamo novčić 2 puta: Ω = {(P, P), (P, G), (G, P), (G, G)}
● Slučajni događaji:

○ Prvi put se pala glava: S = {(G, P), (G, G)}
○ Pismo se palo bar jedanput: R = {(P, P), (P, G), (G, P)}

● Neka je ishod (P, P) – realizovao se samo događaj R
● Neka je ishod (G, P) – realizovali su se i događaj S i događaj R
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Verovatnoća

● Verovatnoću definišemo kao preslikavanje partitivnog skupa prostora 
događaja u interval [0, 1] – svakom slučajnom događaju dodeljujemo 
„verovatnoću“ iz intervala [0, 1] 

● Označava se slovom p
● Važi: 

○ p(Ω) = 1
○ p(Ø) = 0
○ Neka je S = E1∪E2∪…∪En, gde su događaji E1, E2, …, En međusobno 

disjunktni u parovima. Onda je p(S) = p(E1) + p(E2) + … + p(En)
○ p(A) = 1 – p(Ā)
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Uniformna raspodela

●  
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Verovatnoća događaja (uniformna raspodela)

●  
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●  

Verovatnoća preseka događaja
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Čemu nam ovo služi u računarstvu?

● Cilj : optimizacija kompleksnih algoritama
● Deo algoritma zasniva se na nasumičnim izborima – Randomized algoritam

○ Interesuje nas verovatnoća da program daje tačno rešenje, da ima 
optimalno vreme izvršavanja, …

● Razlikujemo: 

                                            
                                         

Vreme izvršavanja 
nije uvek dobro

Rešenje je uvek 
ispravno

Vreme izvršavanja 
je uvek optimalno

Rešenje je tačno u 
velikom broju 

slučajeva
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Las Vegas optimizacija Quick sort-a

● Kako radi Quick sort algoritam?
1. Niz je sortiran kada je prazan ili sadrži samo jedan element – stajemo
2. Izaberemo jedan element iz niza – delitelj (pivot)
3. Sve elemente manje od pivota prebacimo na jedan, a sve veće na drugi 

kraj niza
4. Primenimo isti postupak na dva nova niza dobijena deljenjem početnog 

niza uspomoć pivota
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Koja je složenost?

● Ako smo imali sreće i delili svaki niz približno na pola – O(nlogn)
● Ako smo uvek birali element koji je na početku/kraju sortiranog niza – O(n2)
● U proseku, složenost će biti O(nlogn), ali u najgorem slučaju (na primer kada je 

lista već sortirana), složenost je uvek O(n2)
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Randomized Quick sort

● Postoji način da poboljšamo kompleksnost Quick sort-a, a da sačuvamo 
korektnost algoritma. Umesto da uvek biramo pivot sa kraja niza, biraćemo ga 
nasumično.

● I dalje može da se desi da je pivot izabran baš tako da treba da stoji na 
početku/ kraju sortiranog niza, ali verovatnoća da će se to desiti je mnogo 
manja

● Ako je niz jednom sortiran u složenosti O(n2) to ne znači da će svaki put biti 
sortiran u toj složenosti
o Više ne postoje konkretni primeri niza koji se uvek sortiraju u „najgoroj 

složenosti“



Probabilistički (ne baš uvek ispravni) algoritmi Bogdana Kolić

Monte Karlo algoritmi

● Želimo da ubrzamo program i spremni smo da žrtvujemo 100% korektnost 
zarad te optimizacije

● Pri jednoj iteraciji algoritma, verovatnoća da je rešenje tačno je p > 0
● Kako možemo da umanjimo šansu da pravimo grešku:

o Prisetimo se da važi i p < 1. Verovatnoća da pravimo grešku je q = 1 - p. 
Ako rezultati pojedinačnih izvršenja algoritma ne zavise jedna od drugih i 
ako izvršimo algoritam k puta, verovatnoća da pravimo grešku postaje   qk 

<< 1.
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Traženje elementa u nizu

● Zadatak: Dat je (nesortiran) niz od n elemenata. Znamo da se element x 
pojavljuje u njemu bar m puta. Na kojoj se poziciji nalazi jedan od elemenata x?

● Ako bismo redom pretraživali niz, složenost bi bila O(n)
o Za veliko n, vreme izvršavanja nam ne odgovara
o … ali ako je i m dovoljno veliko, možemo vrlo lako da ga smanjimo 

uspomoć probabilističkog algoritma!
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Traženje elementa u nizu

●  
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Traženje elementa u nizu

● Primer : Zamislimo da je dat promešani špil karata i da želimo da pronadjemo 
poziciju na kojoj se nalazi neko srce.

● n = 52 – dužina niza, sve karte u špilu
● m = 13 – imamo 13 srca
● Neka je k = 15 – nasumično biramo kartu 15 puta i proveravamo znak
● Pronalazimo srce u 98.9977% slučajeva 
● Čak i da smo pomešali 104987078185 špilova i proverili samo 15 nasumično 

izabranih karata iz tog niza, verovatnoća da pronađemo srce bi ostala 0.9899 – 
srce čini četvrtinu karata u nizu!
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Proizvod dve matrice

●  
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Frejvaldsov algoritam

●  
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Proizvod dve matrice

● Pravimo grešku ako je rezultat koji dobijemo 0, a A×B≠C. 
● Dokazano je da je verovatnoća da se to desi najviše ½ .

o Dakle, ako ponovimo ovaj postupak k puta, verovatnoća da dobijamo loše 
rešenje će biti (½) k, a složenost O(kn2).

● Vrednost k zavisi od toga koliku tačnost želimo da dostignemo:

k tačnost

1 50%

2 75%

3 87,5%

4 93,75%

5 96,875%

6 98,4375%

7 99,21875%

8 99,609375%

9 99,8046875%
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Da li je broj prost?

●  

1 0       1 1 0 … 1 0 0 1

 2k           2k-1          2k-2        2k-3         2k-4                      23            22           21           20               
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Da li je broj prost?

●  
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Da li je broj prost?

● Zašto nam je uopšte bitna još bolja složenost?
○ Prosti brojevi igraju veliku ulogu u kriptografiji – RSA algoritam za 

enkripciju/dekripciju je zasnovan na tome da rastavljanje velikih brojeva 
na proste činioce zahteva nepojmljivo mnogo vremena (čak i kvantnim 
kompjuterima!) 

○ Potrebno nam je da generišemo dva prosta broja (privatni ključevi) i 
izračunamo njihov proizvod (javni ključ)
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Fermaov test

●  
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Fermaov test - korektnost

●  
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Miler – Rabinov test

●  
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Miler – Rabinov test

●  

k tačnost

1 75 %

2 93.75 %

3 98.4375 %

4 99.609375 %

5 99.90234375 %

6 99.9755859 %

7 99.99389648 %

8 99.99847412 %

• Klasični algoritam
• AKS
• Miler - Rabin
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Bonus

● Još neki primeri randomized algoritama:
○ Kargerov algortiam
○ Računanje površine preseka nekih figura
○ …
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Hvala na pažnji!

Pitanja?


