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Osnovni pojmovi

¢ Elementarni dogadaji - pojedinacni, medusobno iskljucivi ishodi
eksperimenta
e Prostor dogadaja - skup svih elementarnih dogadaja (Q)
o Prostor dogadaja je siguran dogadaj — uvek se realizuje
¢ Slucajni dogadaj - podskup prostora dogadaja
o Slucajni dogadaj S se realizuje samo ako se desi neki ishod iz skupa S
e Ako je A slu¢ajni dogadaj, definisemo njegov komplementarni dogadaj A
takodaje AUA=QiANA = Q.
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Primer 1: Bacanje novcica

e Bacamo novci¢ 2 puta: Q = {(P, P), (P, G), (G, P), (G, G)}
e Slucajni dogadaiji:
o Prviputse palaglava: S = {(G, P), (G, G)}
o Pismo se palo bar jedanput: R = {(P, P), (P, G), (G, P)}
e Nekajeishod (P, P) - realizovao se samo dogadaj R
e Nekajeishod (G, P) - realizovali su se i dogadaj S i dogadaj R
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Verovatnoca

e \erovatnocu definiSemo kao preslikavanje partitivhog skupa prostora
dogadaja u interval [0, 1] - svakom slucajnom dogadaju dodeljujemo
,verovatnocu® iz intervala [0, 1]

e (Oznacava se slovom p

o \azi
o p(Q)=1
o p(@)=0

o NekajeS=EUEU..UE_ gdesudogadajiE, E,, .., E medusobno
disjunktni u parovima. Onda je p(S) = p(E,) + p(E,) * ... + p(E.)

o p(A)=1-p(A)
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Uniformna raspodela

e NekajeQ={w,w,, .., w,}, gde suw,, w,, .., w, elementarni dogadaji. Ako vazi
p({wy}) = p({w,}) = ... = p({w,}) = p, kazemo da imamo uniformnu raspodelu

verovatnoce.
@& Elementarni dogadaji su svi razliciti, a njihova unija ¢ini prostor dogadaja. To

znacidaje p(Q) = p({wq}) + p({w,}) + ... + p({w,}), odakle dobijamo

T=nxp,t.p= 2

n
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Verovatnoca dogadaja (uniformna raspodela) a

broj povoljnihishoda

o P(slucajni dogadaj)=
e P(S-= :—;
e Uprimerul:. p(S) = %=% p(R) =
e Primer2: Bacamoistovremeno dva novcica, kolika je verovatnoca da ce se
pastiiglavai pismo?

o Palasu sedva pisma, dve glaveili pismoi glava - dakle, reéenjeje%

o Nelll

o Q={(P,P),(P,Q),(G,P)(GGC)}

o Nas slucajni dogadaj se realizuje u dva slucaja- kada se pismo palo na
prvom, a glava na drugom novcicu, ili glava na prvom, a pismo na drugom
novcicu

o Resenjejep = %

broj svih ishoda

Sl w
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Verovatnoca preseka dogadaja

e Primer 3: Bacamo klasi¢nu kockicu za igru 3 puta. Koliko je verovatnoca ce se
svaki put pasti broj manji od 5?

e Resenje: Nas slucajni dogadaj dogadaj se realizuje ako se u svakom bacanju

padne broj iz skupa {1, 2, 3, 4}, a to se desava u 43 sluCajeva. Verovatnocaje

3
p = :—3. Primetimo joS nesto - verovatnoca da se u jednom bacanju padne broj
manjiod5je %, ap= % X % X %. Pritom, nijedno bacanje ne utice na ishod

ostalih. &
o

)
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Cemu nam ovo sluZi u racunarstvu?

e (il : optimizacija kompleksnih algoritama
e Deo algoritma zasniva se na nasumicnim izborima - Randomized algoritam
o Interesuje nas verovatnoca da program daje tacno resenje, da ima
optimalno vreme izvrsavanja, ...
e Razlikujemo:

veemeizviawaria ) MONTECARLO| [ vreme s

nije uvek dobro ——CITY=——= je uvek optimalno

Resenje je tacno u
velikom broju
slucajeva

Resenje je uvek .
ispravno + MONACO =
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Las Vegas optimizacija Quick sort-a 0

e Kako radi Quick sort algoritam?
1. Niz je sortiran kada je prazan ili sadrzi samo jedan element - stajemo

2. |zaberemo jedan element iz niza - ( )
3. Sve elemente manje od prebacimo na jedan, a sve vece na drugi
kraj niza

4. Primenimo isti postupak na dva nova niza dobijena deljenjem pocetnog
niza uspomoc

-
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Koja je slozenost?

e Ako smo imali srece i delili svaki niz priblizno na pola - O(nlogn)
e Ako smo uvek birali element koji je na pocetku/kraju sortiranog niza - O(n?)

e U proseku, slozenost e biti O(nlogn), ali u najgorem slucaju (na primer kada je
lista vec sortirana), sloZzenost je uvek O(n?)

Probabilisticki (ne bas uvek ispravni) algoritmi Bogdana Koli¢



Randomized Quick sort

e Postoji nacin da poboljsamo kompleksnost Quick sort-a, a da sacuvamo
korektnost algoritma. Umesto da uvek biramo pivot sa kraja niza, biracemo ga
nasumicno.

e |dalje moze da se desi da je pivot izabran bas tako da treba da stoji na
pocetku/ kraju sortiranog niza, ali verovatnoca da e se to desiti je mnogo
manja

e Ako je nizjednom sortiran u slozenosti O(n?) to ne znaci da ¢e svaki put biti
sortiran u toj slozenosti

o Vise ne postoje konkretni primeri niza koji se uvek sortiraju u ,,najgoroj
slozenosti”
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Monte Karlo algoritmi

e Zelimo da ubrzamo program i spremni smo da Zrtvujemo 100% korektnost
zarad te optimizacije
e Prijednoj iteraciji algoritma, verovatnoca da je resenje tacnoje p > O
e Kako mozemo da umanjimo sansu da pravimo gresku:
o Prisetimo se da vazii p <1. Verovatnoca da pravimo gresku jeq=1- p.
Ako rezultati pojedinacnih izvrsenja algoritma ne zavise jedna od drugih i

ako izvrsimo algoritam k puta, verovatnoc¢a da pravimo gresku postaje g~
<<1.
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Trazenje elementa u nizu

e Zadatak: Dat je (nesortiran) niz od n elemenata. Znamo da se element x
pojavljuje u njemu bar m puta. Na kojoj se poziciji nalazi jedan od elemenata x?
e Ako bismo redom pretrazivali niz, slozenost bi bila O(n)
o Zaveliko n, vreme izvrsavanja nam ne odgovara
o ... ali ako je i m dovoljno veliko, mozemo vrlo lako da ga smanjimo
uspomoc probabilistickog algoritmal!
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Trazenje elementa u nizu

e Ideja: k puta nasumicno generisemo indeks i, i proverimo da li se element x
nalazi na poziciji .

* SloZenost ¢e biti O(k)

e \erovatnocada ne pronademo odgovarajuciindeks je (?)k
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Trazenje elementa u nizu

e Primer : Zamislimo da je dat promesani Spil karata i da zelimo da pronadjemo
poziciju na kojoj se nalazi neko srce.

n =52 - duzina niza, sve karte u spilu

m =13 -imamo 13 srca

Neka je k =15 - nasumicno biramo kartu 15 puta i proveravamo znak
Pronalazimo srce u 98.9977% slucajeva

Cak i da smo pome3ali 104987078185 $pilova i proverili samo 15 nasumi¢no
izabranih karata iz tog niza, verovatnoca da pronademo srce bi ostala 0.9899 -
srce Cini Cetvrtinu karata u nizu!
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Proizvod dve matrice

e Zadatak:Date su tri matrice A, B i C, dimenzija nxn. Proveritida li je AxB = C
e Naivno resenje bi bilo da pomnozimo matricei uradimo proveru - slozenost bi
bila O(nq) )
o (Cakikada bismo koristili Strasenov algoritam za mnozenje matrica,
slozenost bi i dalje bila loSa - O(n28074)

1 7 2 0 IX 4+7X +2X IX0+7%x44+2%0
° [8 0 3]xl 4‘=18>< +0X  +3X 8X0+0x4+3x%x0
® 10 5 0 0 OX +5%x +0x 0X0+5%x44+0x%x0
12 28
[2 o]
5 20

e Probabilisticko resenje: Frejvaldsov algoritam.
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Frejvaldsov algoritam

e ldejaje da nasumicno kreiramo pomocni vektor e (matricu dimenzija nx1). Ako
jeAXB=C,ondajeiA><(B><—>)— CX-> = -,
r r 0

ajp o Qg by - by, Ci11 " C1n
© | o ilx|:o o =i 0w 0(n3)
Ap1 0 Ay bn1 -+ b Ch1 " Cmn

Ay ey rq C1
° : Il X :l=1: 0(n2)
An1 Ay T'n Cn
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Proizvod dve matrice

e Pravimo gresku ako je rezultat koji dobijemo O, a AxB=C.
e Dokazano je da je verovatnoca da se to desi najvise % .
o Dakle, ako ponovimo ovaj postupak k puta, verovatnoca da dobijamo lose
reSenje Ce biti (¥2) ¥, a slozenost O(kn?).
e Vrednost k zavisi od toga koliku tacnost zelimo da dostignemo:

50%

75%
87,5%
93,75%
96,875%
98,4375%
99,21875%
99,609375%
99,8046875%

VIO |IN|lOoO|lU|d|lWIN]| -
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Da li je broj prost?

e Klasicanalgoritam- proverimoda lije nas broj n jednak 2, paran, ili deljiv sa
bilo kojim od neparnih brojevaizmedu 3 i y/n - slozenost O(y/n)?
o Kod jako velikih vrednosti n, slozenost je nesto gora - vise ne mozemo da

posmatramo proveru deljivosti kao osnovnu operaciju, ve¢ kao funkciju
broja cifara nasih brojeva u binarnom sistemu.

10110 : 110 =071

i] 01 O zk 2k-1 2k-2 2k—3 2k—4 23 22 21 20
- 110
100

21=n=k+1=log(n)

e Pravaslozenost ce biti O(log?(n)yn)
e Ako zadrzimo notaciju k = log(n) - broj cifara broja n u binarnom sistemu,

k
slozenost je eksponencijalna: 0(k2 x 22)
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Da li je broj prost?

e Postojili bolje resenje?
o Da - AKS (Agraval, Kajal, Saksena) algoritam radi u slozenosti O(log® (n)),
pritom, ovaj algoritam je deterministicki — uvek daje tacno resenje!
e Mozemolijos bolje?
o Idaine. Ako zanemarimo mali broj sluCajeva kada algoritam karakterise
sloZzene brojeve kao proste, slozenost koju postizemo je ¢ak O(log?(n))
o Fermaovtest
o Miler-Rabinov test
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Da li je broj prost?

e Zasto nam je uopste bitna jos bolja slozenost?

o Prosti brojevi igraju veliku ulogu u kriptografiji - RSA algoritam za
enkripciju/dekripciju je zasnovan na tome da rastavljanje velikih brojeva
na proste Cinioce zahteva nepojmljivo mnogo vremena (Cak i kvantnim
kompjuterimal)

o Potrebno nam je da generisemo dva prosta broja (privatni kljucevi) i
izraCunamo njihov proizvod (javni kljuc)
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Fermaov test

e MalaFermaovateorema: Broj p je prost AKKO je a?~! = 1 (mod n) za svako
1<a<p-1

e Nekasunslozenix ceobrojtako dantx. Akojex™ 1 =1 (mod n) , kazemo

e daje x Fermaovlazov. Akoje x" ! # 1 (mod n) , kazemo da je x Fermaov
svedok.

e Ideja:biramobroj1 < x < n— 1iproveravamoda li je Fermaov svedokiili
Fermaov lazov.
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Fermaov test - korektnost

e Ako je broj prost, program Ce svakako vratiti tacno resenje.
e Akoje brojslozeni deljivsa 2 program vraca tacno resenje.
e Interesuju nas neparnislozeni brojevi:
o Teorema: Ako je n slozen broj koji ima bar jednog Fermaovog svedoka sa

kojim je uzajamno prost, onda nima bar 1"7_1| Fermaovih svedokaiz
¢ skupa {1, 2, ..., n-1}.
o Karmajklovbroj - neparanslozen broj n takav da za svako x uzajamno

prosto sa n vazi da je x Fermaov lazov broja n.

o Dakle, akoje n slozeni nije Karmajklov broj, program vraca tacno resenje
u bar 50% slucajeva.
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Miler — Rabinov test

e Teorema:Akosux,neZ* takvidaje x? = 1 (mod n), ali n ne deli ni x-1 ni x+1,
onda je n slozen bro;.

e Novaideja: Zapisacemo broj n-1u obliku 2P g i izabracemo nasumicno broj x iz

skupa {1, 2, ..., n-1}. Zatim proveravamo koji ostatak pri deljenju sa n daje svaki

od brojeva x?'4,gdeje1 <i <p.

e Dokazanoje da ovaj algoritam prepoznaje Karmajklove brojeve sa
verovatnocombar 34, a da je i u ostalim slucajevima % gornje ogranicenje
verovatnoce da slozene brojeve prijavljujemo kao proste.
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Miler — Rabinov test

e Slozenost ovog algoritmaje O(log? (n)).
. 1 k
e |spravnostjel — (Z)

_ 1 75 %
2 93.75 %
o L] 3 98.4375 %
4 99.609375 %
: 5 99.90234375 %
W W W W 6 99.9755859 %
7 99.99389648 %
8 99.99847412 %
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e Jos neki primeri randomized algoritama:
o Kargerov algortiam

o Racunanje povrsine preseka nekih figura
O
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Hvala na paznji!

Pitanja?
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